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1 Introduction

Lors de I'implémentation sous Splus de l'algorithme de régression PLS1 tel
qu'il est présenté dans [Tenenhaus, 1998|, nous avons utilisé une formule de
récurrence simple pour le calcul des coefficients de régression et précisé cer-
tains choix nécessaires pour le calcul du PRESS. Nous allons rappeler dans un
premier temps 'algorithme PLS1 afin d’introduire les notations, puis donner
dans un second temps la formule de récurrence permettant d’implémenter
le calcul des coefficients de régression. Enfin, nous montrerons dans une
derniére partie les différentes alternatives possibles pour le calcul du PRESS,
et la solution adoptée. Cette solution permet en effet de retrouver certains
résultats numériques présentés dans |Tenenhaus, 1998] et obtenus avec le
logiciel SIMCA-P. Les fonctions Splus suivantes sont disponibles auprés des
auteurs : PLS1(X,y, H) pour le modéle & H composantes et PLS1cv(X,y)
pour le modéle avec choix du nombre de composantes par validation croisée.



2 L’algorithme PLS1

La section 2.1 donne le principe de l'algorithme PLS1 sans données man-
quantes et permet d’introduire les écritures matricielles utilisées pour implé-
menter 'algorithme de la section 2.2.

2.1 Le principe de l'algorithme et passage a 1’écriture
matricielle

On consideére que les vecteurs z; des variables explicatives et que le vecteur
y de la variable & expliquer sont centrés. Evidemment, les variables peuvent
étre centrées-réduites, mais seul le centrage des variables est utilisé lors du
passage a l’écriture matricielle. On note X la matrice individus x variables
de dimensions n x p. On va donc chercher le vecteur aj = (ap1, ..., apy) des
coefficients de régressions du modéle a h composantes.

Etape 1: On construit la premiére composante t; comme une combinai-
., . . . . . ’
son linéaire des p variables explicatives ;. Les coeflicients wy = (wy1, ..., wj, ..., w1p)
de cette combinaison linéaire cherchent & “résumer” au mieux les variables
explicatives x; et a “expliquer” au mieux la variable y :

tl = wnry+ ...+ W1pTyp
cov(z;,y)

\/Ele cov?(z;,y)

wlj

On effectue ensuite une régression simple de y sur ¢; :
y=cit1 +
ol y; est le vecteur des résidus et c¢; est le coefficient de régression :

cov(y, t1)
1= 5
oi,

On en déduit une premiére équation de régression :

ail aip

—~ —~
Yy =Cwi1 1+ ... T 1w Tp + Y1

Passage a I’écriture matricielle sachant que les vecteurs x; et y sont centrés

cov(zy,y) = Y Tyl = l’;-y
cov(y,t1) = Yl vyt = Yyt
Ut21 = Yttty = tit
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Xy
w g
! X7yl
tl = X’U)l
/
t
C1 = y/ L
tltl
a;y = CGui

Etape 2 : On construit une deuxiéme composante t,, non corrélée a t;
et expliquant bien le résidu y;. Cette composante ¢, est combinaison linéaire
des résidus x;; des régressions simples des variables z; sur ¢; :

to = wWoT1 + ... + WoT1; + WopTiy
cov(15,y1)

\/227:1 CO’UQ(xljﬂUl)

w2j =

Pour calculer les résidus x5, on réalise une régression linéaire de toutes
les variables z; sur ¢; :

$]’ = pljtl -+ .’Elj

ol xy; est le vecteur de résidus et py; est le coefficient de régression :

cov(xj,ty)

P = 2
o7,

d’ou
T = xj — pijl
On effectue ensuite une régression de y sur t; et to:

Yy = ¢ty + cata + Yo

ol ¢ est le coefficient de régression de la premiére étape, co est le coeffi-

cient de la régression simple de y; sur t5 et ys le vecteur des résidus de cette
régression :

Y1 = Cala + Yo
d’on
cov(yy, t2)
Coy = I
o7,

Nous verrons section 2.3 comment calculer le vecteur ay des coefficients
de I’équation de régression :

Y =a1T1 + ... + Q2pTp + Yo
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Passage a I’écriture matricielle sachant que les z1; et y; sont centrés et
en notant Xy = (211, ..., 1) la matrice des résidus z; :

/

_ Xt
P1 tlltl
!
X = X —tip,
n = y—at
!
X,y
Wy = }
| X vl
o = Xjws
!
to
Co = yll

Etapes suivantes : Cette procédure itérative peut se poursuivre en
utilisant de la méme maniére les résidus y, et xa1,..., T2, Le nombre de
composantes ti,...,ty a retenir est habituellement déterminé par validation
croisée. Cette procédure sera présentée section 3.

2.2 L’algorithme

Cette version de 'algorithme PLS1 ne traite pas les données manquantes. Il
s’agit donc d’une version simplifiée de celui p. 99 dans |[Tenenhaus, 1998|.

Etape 1: Xo=X et yo =1y
Etape 2: Pour h=1,....H :
Etape 2.1 : Calcul du vecteur wj, = (Wh1s ey Whijy vy Whyp)

X}/L_1yh—1

= (1)
Hthlyh*lH

W,
Etape 2.2 : Calcul de la composante t;,
th = Xp_1wy (2)
Etape 2.3 : Calcul du coefficient de régression ¢, de y,_1 sur t;

y;l_1th
cL, = = 3
T, (3)

Etape 2.4 : Calcul du vecteur y, des résidus de la régression de
Yp—1 SUT tp
Yn = Yn—1 — Chlp
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Etape 2.5 : Calcul du vecteurs py, des coefficients des régressions
de @y, sur 1,
X, _ith
Pr = }3 !
thth

Etape 2.6 : Calcul de la matrice X}, des vecteurs des résidus des
régressions de xj; sur ¢

X, = X1 — tupy,

2.3 Calcul des coefficients de régression

L’algorithme tel qu’il est présenté section 2.2 ne calcule pas de maniére ex-
plicite les coefficients de régression a; du modéle & h composantes :

Y= apr1+ ... + apply +yn = Xap + yn

On montre que :
ap = cqwy + ... + cpwy, (4)

< / . , . . L, .
ou C}, = (c1, ..., cp) est le vecteur des coefficients des régressions linéaires
sur les h composantes, et Wy = (w7, ..., w;) est la matrice des h vecteurs wy
vérifiant :
S * * _ *
th = Wit + .+ W, = Xwy, (5)

On montre que le vecteur w; est défini par la formule de récurrence suiv-

ante :
h—1

wh, = wy — > wi(pywn) (6)
k=1

Il suffit alors de rajouter a I'étape 2 de l'algorithme donné section 2.2 les
étapes 2.7 et 2.8 suivantes :

Etape 2.7 : w} = wy,
Pour k=1,...,h
wh, = wh, — Wi (P wh)

Etape 2.8 : a) = WyC,

Pour retrouver la formule (4) a partir de (5) :
On sait que

y = ali+...+ctp +yn
th = Xw;;
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d’ou

y = aXw]+ ..+ Xw) +y,
= X(clwf—|—+chw;';)+yh

ap

Pour retrouver la formule de récurrence (6) :

X
wy

e Le calcul de w} est immédiat car ¢; = X’{U?
e Calcul de w3 : On cherche wj tel que ¢t = Xwj. On a :

to = Xjws

(X — tip))ws
(X = lepll)w2
= X(w2 - wlpllw2>

g
Wy

e Calcul de wj : de la méme maniére on a :

t3 = Xows

(X1 — tapy)wsy

(X — tap; — t?p;)w3 /

= X (w3 —wi(pyws) — (w3)(paws))

*

W3
e D’ou en généralisant on retrouve (6) :
wy
* ~=_ x, ! * !
Wy = Wy — W PyWh — WEPWp — ... — Wi _1Pp_ W

_ h—1_ %, /'
= wp— Zkzl WPy Wh

3 Choix du nombre de composantes par vali-
dation croisée

Dans cette section, nous allons présenter en détails comment calculer les
criteres PRESS, RSS et Q2 afin de retrouver les résultats numériques
obtenus avec le logiciel SIMCA-P sur I’exemple des données de Cornell [Tenen-
haus, 1998].
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3.1 Le principe

La procédure de validation croisée pour le choix du nombre de composantes
[pp.77 et 83, Tenenhaus, 1998| est la suivante. A chaque étape h et donc
pour chaque nouvelle composante ¢, on calcule le critére :

PRESS),
RSSh-1

Pour h =1, on a RSSy = 37, (y; — 4;)> = n — 1 lorsque la variable est
centrée réduite en utilisant la division par n — 1 pour le calcul de la variance.

Une nouvelle composante ¢, est significative et donc conservée si Q7 >
0.0975.

Il faut donc définir les criteres RSS), et PRESS). Classiquement et
c’est la présentation adoptée dans [Tenenhaus, 1998, on utilise le modéle de
régression de y sur les h composantes suivant

Q=1-

Yh
y=city + ... + cptp tyn (7)

pour calculer la prédiction y, = y — y,,. En fait, pour chaque observation

e on calcule la prédictions gp; de y; a 'aide du modéle (7) obtenu en
utilisant toutes les observations.

e on calcule la prédiction gpn(—; de y; a l'aide du modele (7) obtenu sans
utiliser 'observation .

Les critéeres RSS), (Residual Sum of Square) et PRESS) (PRediction
Error Sum Of Squares) sont alors définis par :

n

RSS, = (yi — Oi)? (8)
i=1
et
PRESS) = (yi — Un(-i))° (9)
i=1

L’implémentation sous S-plus de ces calculs ne nous permettant pas de
retrouver les valeurs Q7 fournies par SIMCA-P pour les données de Cornell
[pp.83, Tenenhaus, 1998]), nous avons essayé de nombreuses autres méth-
odes de calcul. Finalement, I'idée qui nous a permis de retouver ces résultats
numériques est la suivante. A chaque étape h, c’est-a-dire pour chaque nou-
velle composante t,, les critéres RSS), et PRESS), sont calculés a partir du
vecteur des résidus y,—1) de I'étape précédente et non plus a partir de y :
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e Etape 1: calcul du PRESS et du RSS sur y.

e Etape 2 : calcul du PRESS et du RSS sur y; vecteur des résidus de
la régression de y sur t;.

A partir de 1a, a chaque étape h, trois modéles de régression peuvent étre
utilisés pour calculer la prédiction 5 = y—1) — yn selon que 'on considére
la régression du vecteur des résidus y,_; sur tj, sur la matrice des résidus
X(n—1) ou sur la matrice initiale X. En effet, sachant que

th = X(h—n)wp

et que
th = X’LU;:

nous avons les trois modéles suivant :
Yn
—~—
Yth-1) = Caln+Yn (10)
Yh

—_——
Yh—1) = ChXp—n)Wh +Yp (11)

Yn
—

Yh-1) = cth}';—i—yh (12)

Pour une observation i, la prédiction gp; de y,—1); est la méme avec les
trois modéles obtenus en utilisant toutes les observations. En revanche, la
prédiction gpn—s) de yp—1); est différente avec les trois modeles obtenus en
retirant I’observation i. En conséquence, le choix du modéle n’intervient pas
dans le calcul du RSS mais uniquement dans le calcul du PRESS. Ces deux
critéres sont maintenant définis par :

n

RSS, = (Yh-1yi — Uni)” (13)
i—1
et
PRESS,; = Z(y(h—l)i - ﬂh(—i))2 (14)
i=1
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3.2 Calcul du RSS

Nous venons de voir qu’il est équivalent de calculer le RSS) a partir de la
formule (13) et de 'un des trois modéles (10), (11) ou (12). De plus, il est
équivalent de calculer RSS}, :

e sur y avec avec la formule (8) et le modele (7) :

Yn

y=city + ... + cptn +yn

d’ont
n

RSSy = (i = 9na)* =l y — o "= v II
i=1
e sur le vecteur des résidus y(,—1) avec la formule (13) et le modéle (10) :
Yn—1 = Cnlp +Yn
Un
d’ou :
RSSy =l yn-1 = G [I*=Il yn—1 — cutn [I*=]l n |

Finalement, on calcule :

RSS1 = |lwn|?
RSS, = | unl?

3.3 Calcul du PRESS

Nous venons de voir qu’il y a trois maniéres différentes de calculer la prédic-
tion g, selon que l'on considére la régression de y,_1 sur tj, sur la matrice
des résidus X(,_1) ou sur la matrice initiale X c’est a dire selon que 'on
considére le modele (10), (11) ou (12). On a donc a chaque étape h et pour
chaque observation ¢ trois maniéres de calculer la prédiction gy, :

Yni = Cnthi
= o X(h—1iWh (15)

= cpXwy

ou
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® X(4—1); est la i-éme ligne de la matrice des résidus X(,_;) calculée a
I'étape 2.6 de l'algorithme (a I'étape h — 1), X; est la i-éme ligne de la
matrice initiale X et t;; est la i-éme valeur de la composante ¢, calculée
a I'étape 2.2 de I'algorithme.

e le coefficient ¢y, les vecteurs wy, et wj sont calculés respectivement aux
étapes 2.3, 2.1 et 2.7 de 'algorithme.

Il y a donc a chaque étape h et pour chaque observation i, trois maniéres
non équivalentes cette fois, de calculer la prédiction ;. En fait, pour
retrouver les résultats numériques de SIMCA-P sur les données de Cornell
nous avons utilisé I'égalité (15) c’est a dire la régression du vecteur des résidus
Yn—1 sur la matrice des résidus Xj. Cette égalité s’écrit alors

Uh(—i) = Ch(—i)X (h—1)iWh(—i) (16)
ou
® X(4_1); est la i-éme ligne de la matrice des résidus X,_1)
® Cp(—i) et wy—y sont calculés sur n — 1 individus, I'individu 7 étant
retiré. Plus précisément, ils sont calculés a partir des formules (3) et
(1) utilisées aux étapes 2.3 et 2.1 de l'algorithme, mais ces formules

sont appliquées a la matrice des résidus X,_1) privée de la ligne i et
au vecteur des résidus y(,—1) privé de sa i-éme valeur.

Finalement, on note X(;_1)—s la matrice des résidus X,_) privée de sa
i-éme ligne et y(,—1)(—i) le vecteur y,_; privé de sa i-éme valeur. Ces notations
sont un peu lourdes, mais le calcul du PRESS est simple et peut s’inclure a
I’algorithme & la suite de 1’étape 2.3 :

Etape (2.3)" : Calcul de PRESS),

e Pour i =1,...,n en utilisant les formules (1), (2) et (3) on calcule :

i
X(h—l)(—i)y(h—l)(—i)

wh —q - 7
(=) X -1y =iy Y=y (=a

t(-i) = X(h-1)(-)Wh(-i)
4 I e )
Ch(=i) B t/h(fi)th(*i)

Un(—i) = Ch(—i)X (h—1)iWh(—i)

e Puis on calcule :
n

PRESS), = Z(y(h—l)i - gh(—i))Q

i=1
ol Y(h—1)i est la i-éme valeur du vecteur des résidus y,—)
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